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1 Nécessité d’introduire ’ensemble C :

Considérons I’équation 2® — 152 — 4 = 0. Elle a pour solution évidente x = 4. Le trinéme 2% — 152 —4
se factorise en (z — 4)(2? + bx + 1). Calculons b : (z — 4)(2® + bx + 1) = 2% + (b — 4)2? + (1 — 4b)x — 4,
donc b —4 =0 et 1 — 4b = —15, et par conséquent, b = 4. Le trinome 2% + 4z + 1 = (z + 2)%> — 3 se
factorise en 22 + 4z +1 = (2 + 2 +v/3)(z +2 — V/3). Le trinome 2* — 152 — 4 a donc trois racines réelles.

Les formules de Cardan donnent les solutions d’une équation du type 22 + pz — ¢ = 0. On les trouve
de la maniére suivante :

On pose © = u+ v, on calcule 2% = (u+v)? = u® + 3u?v + 3uv? + v3 = v +v3 + 3uv(u+v) = —pr +¢.
On prend alors :
3uv =—p
u+0d = q.
On obtient alors :
uw+v =g¢q
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donc une solution de I'équation 23 4+ pr — g = 0 est :
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Cependant, si on reprend l’exemple précédent, avec ¢ = 4 et p = —15, on a A = —484, donc pas de
solution réelle pour u> et v3, et par suite pas de solution réelle pour 2 = u+wv. Or, on a vu que I’équation
2% — 15z — 4 = 0 avait trois solutions réelles. Cette contradiction conduit & introduire un ensemble plus
grand que R, contenant R, et dans lequel toute équation polynomiale aura autant de solutions que le
degré du polynome figurant au premier membre de I’équation.

2 Les nombres complexes :

2.1 L’ensemble C des nombres complexes :

Définition 2.1. On appelle « imaginaire pur » lune des deuz racines du polynome 2 + 1. On le note

o . L. o
1, et il vérifie 1 = —1.
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Définition 2.2. On appelle C l’ensemble des nombres de la forme x + (z)y, ot x ety décrivent R. On
les appelle des nombres complexes.

Théoréme 1 Tout nombre complexe z admet une écriture unique z = x—l—cz)y, ou x ety sont des nombres
réels. Cette écriture s’appelle la forme algébrique de z, x s’appelle la partie réelle de z, notée Re(z),
et y la partie imaginaire de z, notée Tm(z).

Remarque : On notera J 'ensemble des nombres imaginaires : J={z:2€ Cet 2=0+ Wy e R}.

On peut également le noter IR, &

2.2 Le plan complexe :

Soit (O; W, ¥’) un repére orthonormé du plan.

Définition 2.3. 1. A tout point M du plan, de coordonnées M (x;%), on associe un unique nombre
o —_—
complere z = x + 1y, appelé affixe du point M et du vecteur OM .

2. Réciproquement, tout nombre complere z = = + %y est représenté dans le repere (O; W, V) par

un unique point M de coordonnées M(x;y) ou un unique vecteur OM, appelés respectivement
point-image et vecteur-image de z.

3. On appelle plan complexe le plan constitué par tous les points-images (ou par tous les vecteurs-
images) de tous les nombres complexes de l’ensemble C.

4. L’azxe horizontal du repére (O; W, V') est appelé 'axe des réels, et tout nombre complexe de la
forme z =x + 10 est un réel représenté par un point-image sur l'aze des réels (R C C).

5. L’axe vertical du repére (O; W, V) est appelé I'axe des imaginaires, et tout nombre complexe

o , . . . . ’, , . .
de la forme z = 0+ 1y est appelé un imaginaire pur; il est représenté par un point-image sur
laxe des imaginaires.

y axe des imaginaires
M(z + 1
N (x +1y)
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v : axe des réels
O u X X

2.3 Opérations sur les nombres complexes :

2.3.1 Egalité de deux nombres complexes :

Théoréme 2 Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors z = 2/ & Re(z) = Re(2') et Im(z) =
Im(z').



2.3.2 Conjugué d’un nombre complexe :

Définition 2.4. Soit z = x + (z)y un nombre complexe. On appelle nombre complexe conjugué de z

le nombre complere Z = x — (Z)y Son point-image M’ est le symétrique de celui de z, noté M, par rapport
a laze des réels.

<y

Propriétés de z : Soit z un nombre complexe quelconque.
1. z+7Z =2Re(z),
2. z—7=21Im(z),
3. zeR&Z—2=0,
4. 2€TJ & Z24+2=0
Démonstration : Posons z =z + cz)y Alors :
1. z+2=x+gy+x—gy=2x,
2. z—zZ=x+1— (x—1y) = 2,

zZ—z
(e}

1
o zZ+z
4. zeJ e z=1ys = 5 =0,

. zeER&z=c&y= =0,

2.3.3 Somme et produit de deux nombres complexes :

Soient z = x + 1y et 2’ = 2/ + 1y’ deux nombres complexes.

Définition 2.5. La somme de z et 2’ est définie par z+ 2 = (x + ') + 1(y +v/). Le produit de z et 2’
est défini par :

2
2x =z = (w4 w) (@ + ) =xx +r + iy +1 gy = (w2 —yy') + 1(ay + ya').

Interprétation graphique
1. Si M est le point-image de z et M’ celui de 2', le point-image de z + 2’ est le point S tel que
— — —_—
0S=0M+0OM’,

2. Soit k € R*. §i M est le point-image de z, alors le point P tel que (73 = kOM est le point-image
de kz,



S(z+ 2
M) ’/’( )

M(z) // P(kz)

<y

2.3.4 Formules des affixes :

Propriétés
1. Soient A et B deux points du plan, d’affizes respectifs z4 et zp. Alors Uaffixe de I, milieu du

%, et celui du vecteurA_B> = O_B> — (T‘l est zg — zA.

2. Soit (A;, ), avec i € N et 1 < i < n, une famille de points A; du plan, d’affizes respectifs za,,
affectés des coefficients a;. Si G est le barycentre de ces points, son affize est

segment [AB] est z; =

Q1ZA, T 224, + ...+ Qpza,

Z =
¢ a +as+ ...+ ay

2.3.5 Inverse d’un nombre complexe :

o _ 1
Théoréme 3 Tout nombre complere z = x 4 1y non nul a un inverse dans C, noté —, et tel que

I

1 z Z

z 2z w2 y?

2.3.6 Quotient de deux nombres complexes :

Définition 2.6. Soient z et 2’ deux nombres complexes (z # 0). Le quotient de 2’ par z est défini par

z 1 2z
= x - ===
z z 2z

2.3.7 Conjugaison et opérations dans C :

Ve=x+1y, 2€C, V2 =2 +1y, 2 €C

1

2

3. 242 =242,
4 X

2XzZ=Z s
’ 7
5. Siz#0, (z—>—zj,
z z
6. Yn € Z,Vz #0, 27 = (z)™.



2.4 Equations du second degré a coefficients réels :

Soient a, b, et c trois réels, avec a # 0, et I’équation az? + bz + ¢ = 0. On appelle discriminant du
trinéme az? + bz + ¢, le nombre réel A = b? — 4ac.

—-b— VA b+ VA
1. Si A > 0, ’équation a deux solutions réelles z; = ———— et 2z = —2’—7 Le trindéme
a

a
P(2) = az? + bz + ¢ se factorise alors en P(2) = a(z — 21)(z — 22).

—b
2. Si A = 0, 'équation a une solution réelle double zy = EP Le trinéme P(z) = az? + bz + ¢ se
a

factorise alors en P(z) = a(z — 20)2.

—b—1/—A —b+1v/—A
3. Si A < 0, ’équation a deux solutions complexes conjuguées z; = + et zo = %
a a

z1. Le trindme P(z) = az? + bz + ¢ se factorise alors en P(2) = a(z — 21)(z — z7).

2.5 Forme trigonométrique et forme exponentielle d’un nombre complexe :

2.5.1 Module et arguments d’un nombre complexe :

Définition 2.7. Soient z un nombre complexe, et M son point-image dans le plan complexe, repéré
dans le repére (O; W, V') par ses coordonnées polaires (r,0). On appelle alors v le module de z, noté |z|,
et 0 un argument de z, noté arg(z) et défini a 2km pres (k € Z).

Ainsi |z| =r=0OM >0, et arg(z) = (7,0—]\/[) =0+2kr (k€Z).

Remarque : Si z est un réel, alors le module de z coincide avec sa valeur absolue. &

2.5.2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe :

Définition 2.8. Soit z =z + cz)y un nombre complexe. Si on factorise z par son module |z| = /2% + y2,
x

btient la forme trigonométrique de z, z = ( 5(0) + s 0), 3(0) = —— et
on obtient la f g q ez, z = |z| (cos(0) + 1sin(0) ), avec cos(h) RS e

sin(f) = \/ﬁ Le nombre compleze u = cos(0) + 1sin() a pour module |u| = 1.
Propriétés
1. |zP=2xZet|z] =z xZ,
2. Deux nombres complexes non nuls z et 2z’ sont égaux si et seulement si |z| = |2'| et arg(z) =
arg(z') + 2kw (k € Z),
3. VzeC, [z =|-z =|z| = V27,

4. Vz € C*, arg(z) = —arg(z) + 2kn (k € Z), arg(—=z) = m + arg(z) + 2kw (k € Z),



5. Vz e C*, V2" € C*, |22/| = |2||7/] et arg(z2") = arg(z) + arg(2’) + 2kw (k € Z),

B L . 1y _ NEA A LA
6. Vz € C*, Vz/ € C*, = et arg = —arg(z) + 2kn (k € Z); = et arg =

arg(z') — arg(z) + 2kw (k € Z).
7. Formule de Moivre : V0 € R, Vn € N, cos(nf) + 1 sin(nf) = (cos(@) + cz)sin(H))n. Cette formule

sert a exprimer cos(nf) et sin(nf) en fonction de (cos(0))? et (sin(0))’, pour 0 < p < n, et
(cos(0))" et (sin(0))" en fonction de cos(pf) et sin(pf). En particulier, elle permet de linéariser
(cos(0))" et (sin(0))"™ pour les calculs d’intégrales.

Z/

z

2.5.3 Forme exponentielle d’'un nombre complexe :

Soit u = cos(f) + 7sin(d) un nombre complexe de module |u| = 1. On vérifie facilement que V0 € R,
Vo' € R, (cos(@) + Cz)sin(G)) X (cos(&') + %sin(&’)) = cos(f + 0') + sin(f + 0'), et par conséquent la
fonction complexe de @ définie par f(6) = cos(6) + 2 sin(f) vérifie la relation fonctionnelle de la fonction
exponentielle. On note alors cos(0) + 2sin() = e,

Définition 2.9. Tout nombre complexe z non nul, de module r # 0, et d’argument 0 peut s’écrire
2 =re'®. Cette écriture s’appelle la forme exponentielle de z.
Propriétés

1. VO € R, VO € R, 0?0 = ¢4(0+0")

1 0 °
2. V6 eR ~ =e 0 = ¢,

6’ .
3. VOER, V0 € R, S = ¢i0'~0)

o

61,9

4. VO ER, VneN, (e0)" = einf.

5. Formules d’Euler : V0 € R, on a cos(0) + 1sin(0) = e'® et cos(6) — 2 sin(0) = e~ *?. Par addition
et soustraction membre & membre de ces deux égalités, on obtient les formules d’Euler :

20 +eJ{0 . 20 —20
et sin(f) =

3 Nombres complexes et géométrie :

3.1 Angles orientés de vecteurs :

Soient A, B, C' et D quatre points du plan complexe, avec leurs affixes respectifs z4, 25, z¢ et zp.
On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 4

=
1. AB = |2p — za| et (U, AB) = arg(zp — 2za) + 2kw (k € Z),

CD zZp — zZ¢ _— — Zp — 2C
2. — =|—| et (AB,CD) = —_— 2km (k€ Z).
B = |25 e (38,88 = ang (2259 ) 4 2 (ke )
_
. | vV
Théoréme 5 Soient V et U deuxr vecteurs du plan. Le quotient de ces deux vecteurs — peut étre
—
‘ V] .
considéré comme un nombre complere de module H_> et d’argument (U, V) +2knm (k€ Z).
7|

(=]



3.2 Equations paramétriques d’un cercle :

Définition 3.1. Avec les nombres complezes, le cercle (C) de centre Q, ayant pour affize w, et de rayon

r, est l'ensemble (C) ={z € C: |z —w| =r}. L'égalité z = wtre'? constitue une équation paramétrique
du cercle (C), de parametre 6 € [0,2n[. On retrouve les équations paramétriques classiques en prenant
les parties réelle et imaginaire de cette égalité :

x =z + rcos(d)
y = yq +rsin(0).

3.3 Transformations du plan :

On s’intéresse a la fonction complexe :

f: C=C
z— f(z) =az+b,

avec a € C et b € C. Cette transformation induit une transformation du plan entre le point-image de z
et le point-image de f(z). Les propriétés de cette transformation dépendent de la valeur de a et de b.

3.3.1 Identité :
Sia=1,et b=0, f est la fonction « Identité » f(z) = 2.

3.3.2 Translation :

Sia =1, f est une translation de vecteur T daffixe b. f n’a , bien sir, pas de point fixe (ou point
invariant).

3.3.3 Homothétie :

Sia € R— {1}, f est une homothétie de rapport a, et dont le centre est le point {2, point fixe (ou

point invariant) de f. L’affixe de 2, soit w, vérifie w = aw+b, donc w = . On note cette homothétie

h = Hom(Q,a). Elle peut s’écrire h(z) = w + a(z — w).

—a

3.3.4 Rotation :

Sia e C—R,avec |a| =1, f est une rotation d’angle 0 = arg(a) + 2kw (k € Z), et dont le centre est
b

_a.

le point €2, point fixe (ou point invariant) de f. L’affixe de Q, soit w, vérifie w = aw + b, donc w =

On note cette rotation p = Rot(£2,0). Elle peut s’écrire p(z) = w + eie(z —w).

3.3.5 Similitude directe :

Sia € C, et n’est dans aucun des quatre cas précédents, f est une similitude directe (voir cours de
b

_a'

spécialité). Son expression complexe est de la forme f(z) =w + a(z —w), avec w =



